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Controle Intermédiaire : Correction.

Partie I (a rédiger sur une premiére copie)

Exercice 1 [4 points|
1. Définissez la convergence normale d'une série de fonctions f,, définie sur un domaine D.

2. Est-ce que la série donnée par le terme général :
fu(x) = cos(nz)/nx*, n>1, x €]0, +o0],

converge simplement ?

3. Cette méme série converge-t-elle normalement, ?

Correction Exercice 1 1. La série numérique des normes || f||,, converge.

2. La série ne converge pas simplement : il suffit de regarder x = 27 et & une constante preés
on tombe sur la série harmonique divergente ) 1/n.

3. Du coup la série ne converge pas non plus normalement.
Exercice 2 [5 points| Pour les suites de fonctions données par le terme général suivant pour
n > 1, dites si elles convergent simplement ? uniformément ?

1. a,(x) = z*", z €]0,1].

2. by(z) = sin(na?), z € R.

In(nx
3. cn(z) = 1+151(n);r)’ z € [1,2].

Correction Exercice 2 1. On a bien convergence simple vers 0 (suite géométrique de rai-
son —1 < 22 < 1). [l n’y a pas de convergence uniforme vers 0 : il suffit de considérer la
suite , =1 —1/2n. On a :

an(xn) = (1 - 1/2n)2n = €2nln(1—1/2n) — 6*1+o(1)

donc a,(z,) ne converge pas vers 0.
2. On n’a pas convergence simple (donc non plus convergence uniforme) : il suffit de regarder
en x = y/7/2 ot I'on obtient une suite qui oscille entre 0, 1 et —1.

3. On a convergence simple vers 1 (il suffit de remarquer que le dénominateur est équivalent
au numérateur pour chaque valeur de ). En fait cette convergence est uniforme car pour
tout = dans [1,2] on a :

1 1

[en(2) =1 = 7 + In(na) =1 +1n(n)’

et cette derniére quantité ne dépend pas de z et tend vers 0 quand n tend vers +oc.



Partie II (a rédiger sur une deuxiéme copie)

Exercice 3 |3 points| Calculer les limites suivantes :

sin(x)

2. lim, ooz In(l 4 1/x).

1. lim, o

Correction Exercice 3 1. Cela tend vers 0 car on domine en valeur absolue par 1/z.
2. On pose y = 1/z et on procéde par équivalents avec un DL d’ordre 1 : on obtient un
équivalent a y/y donc la limite demandée vaut 1.

Exercice 4 [4 points| Dire si les séries numériques données par le terme général suivant
(n > 0) convergent :

__ sin(n)
1. u, = CESIER

_ In(n+1)
2. Up = W

_ ="
3. Wyp = \/n_il

Correction Exercice 4 1. On a bien convergence par comparaison avec la série de Rie-
mann de terme général 1/n?.

2. On a bien convergence par comparaison avec la série de Riemann de terme général 1/n?.
3. On a bien convergence car on est dans le cadre du critére des séries alternées : les signes
alternent et |w,| décroit vers 0.

Exercice 5 [4 points| Dire si les suites numériques données par le terme général suivant
(n > 1) convergent. Si oui, donner la limite.

In(e™+1
1.%:%.

1 nln(n)
2 0= (144)
Correction Exercice 5 1. Le numérateur vaut :
Ine"+In(l+e"™)=n+e " +ole™)

Il est donc équivalent au dénominateur, et par conséquent a,, tend vers 1.

2. On passe a I'exponentielle :
bn — 6nln(n) In(1+1/n2)

On développe I'exposant et on obtient :
nin(n)(1/n* + o(1/n?))) = Inn/n + o(lnn/n),

donc 'exposant tend vers 0. L’exponentielle étant continue, b, tend vers ¢ = 1.



